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Trygonometria

Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Funkcje trygonometryczne sg gtdwnymi pojeciami trygonometrii. Istnieje szes¢ funkcji
trygonometrycznych:

 sinus (czyt. sinus), symbol: sin

e cosinus (czyt. kosinus), symbol: cos

e tangens (czyt. tangens), symbol: tg, tan

e cotangens (czyt. kotangens), symbol: ctg, cot, ctn
e secans (czyt. sekans), symbol: sec,

e cosecans (czyt. kosekans), symbol: cosec, csc

Argumentami funkcji trygonometrycznych moga by¢:

e kat skierowany
* liczba rzeczywista

DEFINICJA

funkciji trygonometrycznych dla kata ostrego w trojkacie prostokatnym.
Sinusem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej lezgcej
na przeciw kata a do przeciwprostokatne;j

Cosinusem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej
lezacej przy kacie a do przeciwprostokatnej

Tangensem kagta ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej
lezacej na przeciw kata a do przyprostokatnej lezacej przy kacie a

Cotangensem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej
lezacej przy kacie a do przyprostokatnej lezacej na przeciw kata a

1
tgo = — tgo =
ctga lub g tan o

Secansem kata ostrego a nazywamy stosunek przeciwprostokatnej
do przyprostokatnej lezgcej przy kacie a
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c 1

¢ecCh = E sec oy =
lub COSs Oy

Cosecansem kata ostrego a nazywamy stosunek przeciwprostokatne;j
do przyprostokatnej lezacej na przeciw kata a

c 1
CSC Oy = — csC o =

@ |ub

sin o

Wyznaczanie wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45° i 60°

Wyznaczy¢ wartosci funkgciji tryg. dla katéw o mierze 30° i 60° mozna za pomocg trojkata

réownobocznego, wykorzystujgc do tego jego wtasnosci.

2 1 1
sin30=2=2.-=-

a 2 a 2
ao— 2 2. 2 _ L V3

A teraz korzystajgc z wkasnosci kwadratu obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznej dla

kata o mierze 45°.

Z powyzszych wyliczen mozna stworzy¢ tabelke, ktérej bedziesz musiat nauczyc sie na

pamiec.
Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°,
45°i60°
x 30° 45° 60°
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Miara tukowa kata

— —
ba | —

“s &

d d

Narysujmy okrag o promieniu r, a na nim zaznaczmy fuk L, dla ktérego kat srodkowy oparty o

ten tuk bedzie wynosit 0° . Znajdzmy

wzOr na dtugos¢ tego tuku.

Intuicyjnie dtugos¢ tuku do obwodu okregu jest rowna mierze kata w stopniach do 360" .

L  60°
Ob  360°

poniewaz Ob = 21r, otrzymujemy:

L 60
2rr  360°

zatem:

27 - 60°r (2:’:-60”)
360°

- — | 3600

(2:’{60“

Jak tatwo zauwazy¢ wartos¢ 360°

kata, ktory tworzy nasz tuk. Wartos¢ ta

)

nazywana jest miarg tukowg kata dla kata 60° . W

nie zalezy od promienia naszego okregu, tylko od

0golnosci wzér na dtugos¢ tuku wyznaczonego przez kat Vo (wyznaczonego w stopniach)

przybierze postac:

- (Geme)r = ()
L_(%uﬂ "= 1800/ "




Tak jak dtugos¢ nie musi wyrazac sie w metrach, tak tez kat nie musi wyrazac sie w stopniach.
Mozemy wykorzystac¢ inng jednostke kata, jakim jest radian. Wtedy wartosc kata jest

wyrazana w tzw. mierze tukowej. Zatézmy, ze kat Yo jest wyrazony w stopniach, Y w

radianach, wéwczas wartosci tych katéw wigze zaleznos¢:

T
¥ = 1800

Jednostkg miary tukowej jest radian, ktéry w skrocie zapisywany jest przez rad. Czesto przy

~ rad
podawaniu kata wyrazonego w mierze tukowej pomija sie jednostke np. zamiast 2
T

pisze sie po prostu 2
Powrocmy znowu do wzoru na dtugosc tuku |, jednak tym razem jednak zat6zmy, ze kat na
ktorym jest oparty tuk jest wyrazony w radianach i wynosi a. Wowczas wykorzystujgc

o 2T -y
o cl - - r 7
zaleznosc¢ 180 otrzymujemy zaleznosc¢:
2T - g
L= 1300 r=ar

dzielgc obustronnie przez r otrzymujemy:

DEFINICJA
Miarg tukowa kata nazywamy stosunek dtugosci tuku do dtugosci
promienia. Jest ona réwna katowi a, ktory wyznacza ten tuk:

Jednostkg miary tukowej jest radian.

Ten drugi wzor jest o wiele fatwiejszy do zapamietania.

Zauwazmy, ze miara kata petnego wyrazonego w stopniach wynosi 360° , a w radianach
7 - 360°
— rad = 27 rad

180 . Zatem:



. mrad = 180°

rad = 90°

Aby zamieni¢ stopnie na radiany mozemy wykorzysta¢ wczesniej wzor:

(ktory byt przedstawiony wczesniej, lecz w nieco innej postaci).
Odwrotnie, aby zamieni¢ radiany na stopnie wykorzystujemy wzér:

Mozemy go o trzymacé przeksztatcajgc poprzedni wzor.
Przyktad 1 Zamienmy miare stopniowg na miare tukowg,

Wdwczas mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby:
a) | sposdb za pomocg proporciji:
o - 360°
X -
czyli:
Il sposdb, wykorzystujac wzor:

b)
c)

Przyktad 2 Zamienmy miare tukowg na miare stopniowg

a)
b)
b)

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby:



a) | sposdb za pomocg proporciji:

orr - 360°

- X
zatem:
Il sposéb, wykorzystujac wzor:

b)
c)

Funkcje trygonometryczne kata dowolnego

Miara kata skierowanego na ptaszczyznie zorientowanej

DEFINICJA

Kat skierowany - jest to uporzgdkowana para potprostych o
wspolnym poczatku; pierwsza poétprosta - ramie poczgtkowe, druga
potprosta - ramie koncowe.

Przykiad kata skierowanego
Ramieniem poczatkowym kata a jest potprosta wyrézniona na niebiesko, a ramieniem
koncowym poétprosta koloru czerwonego.

DEFINICJA
Ptaszczyzna zorientowana - jest to taka ptaszczyzna na ktoérej
okreslono bieg dodatni dla kazdego okregu.

Przyktad ptaszczyzna  Przyktad ptaszczyzna
zorientowana 1: Uktad zorientowana 2: Uktad
wspotrzednych wspotrzednych
zorientowany dodatnio. zorientowany ujemnie.

Katowi skierowanemu na ptaszczyznie zorientowanej przyporzgdkowujemy ten kat
nieskierowany AOB (wypukty lub wklesty) w ktérym lezy tuk o poczatku w punkcie L i kohcu w
punkcie K, majacy zwrot dodatni.

Funkcje trygonometryczne kata skierowanego

DEFINICJA
{1




Przyktad 1.

P(31) _—
A T

i TR

Niech ramie poczatkowe kata a pokrywa sie z dodatnig potosig OX, a ramie koncowe
przechodzi przez punkt P(3,1). Wyznaczmy warto$ci funkcji sinus, cosinus, tangens i
cotangens dla tego kata. Poniewaz wartosci funkcji trygonometrycznych nie zalezg od wyboru
punktu nalezgcego do koncowego ramienia kata, zatem mozemy wykorzystac do tego
wspotrzedne punktu P(3,1):

Mowimy, ze kat jest w potozeniu standardowym, jesli kat zostat umieszczony tak w
uktadzie wspotrzednych, Zze jego ramie poczatkowe pokrywa sie z dodatnig osig OX.
Przykiad 2.

Kat a znajduje sie w potozeniu standardowym. Koncowe ramie przechodzi przez punkt P( -
3,4). Wyznaczmy sina, cosa, tga, ctga.
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Przykiad 3.

by

Kat a znajduje sie w potozeniu standardowym. Koncowe ramie przechodzi przez punkt P( - 2,
- 4). Obliczmy sina, cosaq, tga, ctga.

Wiasnosci funkcji trygonometrycznych

Znak funkcji trygonometrycznej

Funkcja | 11 1II IV
sina ++- -
cosa +-- 4+
tga +- + -

ctga +-+ -

Czy wiesz, ze...

Powyzsze znaki funkcji trygonometrycznych mozna nauczyc¢ sie
stosujac prosty wierszyk: "W pierwszej wszystkie sg dodatnie, w
drugiej tylko sinus, w trzeciej tangens i cotangens, a w czwartej
cosinus".
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Parzystos¢ i nieparzystosc
Funkcja cosa jest parzysta, czyli zachodzi:
cosa = cos( — a)
Natomiast funkcje sina, tga i ctga sg nieparzyste, czyli:

sina = - sin( — a)
fga = - tg( — a)
ctga = - ctg( — a)

Okresowos¢é

Dla funkcji trygonometryczny sina, cosa, tga, ctga, gdzie a jest dowolnym katem, a k
dowolng liczbg catkowitg, zachodzi:

sin(k - 360° + a) =sina
cos(k - 360° + a) = cosa
tg(k - 180° + a) = tga

ctg(k - 180° + o) = ctgox

Zwigzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi

2 2

e sSin“x + cos“x =1
sin o
tga =
. COS (v
COS
ctga = —
R sin o
tgo - clga =1

Wykresy funkcji trygonometrycznych

Wykres funkcji sinus nazywa sie sinusoida, funkcji cosinus cosinusoida, funkcji tangens
tangensoida, a funkcji cotangens cotangensoida.

Na podstawie wykresu poszczegodlnych funkcji trygonometrycznych mozna oszacowac cechy
tej funkciji:



Sinusoida

Di=R
ZWs =(-1;1)
. I'=2m

fx)=0da £ =FET gdzie
nieparzystosc

okresowos¢
Cosinusoida
Di=R

ZWs =(-1;1)
. I'=2m

fix)=0dla 2 gdzie
parzysto$¢

okresowos¢

Tangensoida

D;=R\{5 + kr}
2 gdzie

. I'=7
f(x) = 0 dla x = k1T gdzie

asymptoty pionowe

nieparzystosc

okresowosé

Cotangensoida

. Dy =R\{kr} gdzie



. I =7
T = :—i—l—ﬁ“‘T
f(x)=0dla 2 gdzie

asymptoty pionowe x = kT gdzie

nieparzystosc
okresowosé

Szkicowanie wykresu funkcji trygonometrycznych

Szkicowanie zaczynamy od narysowania uktadu wspoétrzednych i zaznaczenia na osi OY
wartosci:

e w przypadku sinusa i cosinusa: od -1 do 1,
» w przypadku tagensa i cotangensa od -4 do 4.

Natomiast na osi OX wartosci od — 1 do 3. Zaktadam, ze bedziesz rysowat wykres na kartce
w kratke, wiec zalecam bys przyjat jako jednostke na osi Y 2 kratki. Wykonujac podziatke na
osi X nanie$ jg w nastepujacy sposob:

=i

* wiekszymi kreskami co kratke, bedg to wartosci rosngce co

T
¢ mniejszymi kreskami co péttorej kratki, bedg to wartosci rosngce co 4

Gdy mamy tak przygotowany wykres mozemy przystapic¢ to nanoszenia punktow przez ktére
wiemy, ze funkcja bedzie na pewno przechodzita (z tabeli), a nastepnie korzystajgc z wzorow
redukcyjnych mozemy je zaznaczy¢ dla dowolnego kata.

Tak zaznaczone punkty taczymy ptynna linig i gotowe.

I Uwaga ' W przypadku kreslenia wykresu funkcji tangens i cotangens nalezy zaznaczy¢
asymptote linig przerywana.

Tozsamosci trygonometryczne

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

sina + cos?a = 1

SIIL v

g =
COS Qv



COs O

ctgo = —
9 SN

Dowéd prawdziwosci sin?a + cos?a = 1:

N 2 B 2 2 2 2 p2
Sillzﬂ—l—ctjszﬂ._:(g) _|_(_) :a_q_l__:ﬂ + _q

C C o= CE CE
a’ 4 b? .
3 ==
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozemy stwierdzi¢, ze ¢ poniewaz
1
o2
a’ +b
2 2
a’ 4 b?
2 1
sin o
tgo =
Dowéd prawdziwosci COs v
y sina 2 a ¢ a
o = _— = . - =
g cosa 2 ¢ b b
COS (v
ctgo = —
Dowéd prawdziwosci S
b
COS Qv - b ¢ b
Cfgﬂ: — : —] % —_— - - = —
sin o = coa a
Dowéd prawdziwosci tga - cgo =1
tga-ctga =22 =1
Ty = — - — =
) 4 b



Pozostate tozsamosci trygonometryczne
Funkcje sumy i réznicy katéw

sin(a+ @) = sina - cos 8+ cosa - sin 3
sinfaw — J) = sina - cos 3 — cosa - sin 3
cos(a+ ) = cosa - cos 3 — sina - sin 3

cos(a — 3) = cosa - cos 3 + sina - sin 3

tgla+ 3) = fga 1195

g M= tga - tgB jezel cosa = 0AcosB = 0Acos(a+ 3)

ol 3 — tgo —tg3

gloo — o) = 1+ tga - tg3 jezel cnsa% Dﬂms_ﬁ% UﬁCDSIfr:l—I—_ﬁ:]
.. ctga-ctgB —1

ctgla+03) = ctga + ctgB jezel sina# 0Asin@ # 0Asin(a+ 3)
o ctga-ctgB4 1

ctgla — B) = ctgB — ctga jozel sina % 0Asin@ # 0Asin(a+ 3)

sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

Dla dowolnych katow o miarach a'i 3

ot o —
sin a + sin @ = 2sin +5 COS p
2 2
: : a+3 . a—0
sin o — sin [ = 2cos — s11 :
' 2 2
ot o —
cosa +cos 3 = 2cos -|2— A cos — p
Lo+ 3 a—g
cosa — cos 3 = —2sin 5 — sin 5 -

funkcje kata podwaéjnego

sin2a = 2sinacosa

cos2a = cos2a - sin‘a



tg20 = —0—
1—fgr:1’ jezeli cosa # 0Acos2a # 0
oD ctg’a — 1
tg2a = ,
2etgar  jezel sin2a # 0
Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne — wzory pozwalajgce sprowadzi¢ obliczanie wartosci funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata skierowanego do obliczenia wartosci funkcji dla kata

ostrego.
sin( — a) = - sin(a) sin(90 — a) = cos(a) sin(90 + a) = cos(a)
cos( — a) = cos(a) cos(90 - a) = sin(a) cos(90 + a) = - sin(a)
tg( — a) = - tg(a) t9(90 - a) = ctg(a) t9(90 + a) = - ctg(a)

ctg( — a) = - ctg(a) ctg(90 - a) = tg(a) ctg(90 + a) = - tg(a)
sin(180 — a) = sin(a) ||sin(180 + a) = — sin(a) ||sin(270 — a) = — cos(a)
cos(180 — a) = — cos(a)||cos(180 + a) = — cos(a)||cos(270 — a) = — sin(a)
tg(180 — a) = - tg(a) tg(180 + a) = tg(a) tg(270 - a) = ctg(a)
ctg(180 - a) = - ctg(a) ||ctg(180 + a) = ctg(a) ||ctg(270 — a) = tg(a)
sin(270 + a) = - cos(a) ||sin(360 — a) = - sin(a)
cos(270 + a) = sin(a) ||cos(360 — a) = cos(a)
tg(270 + a) = - cfg(a) ||tg(360 — a) = - tg(a)
ctg(270 + a) = - fg(a) ||ctg(360 — a) = - ctg(a)

Na cate szczescie nie trzeba uczyC sie powyzszej gigantycznej tabeli na pamie¢. Wystarczy

~—"

zapamieta¢ dwa zdroworozsgdkowe fakty wynikajacych z niej:

* gdy we wzorze redukcyjnym wystepuje liczba 90 lub 270 to funkcja sinus zmienia sie
cosinus i na odwraét, a tangens na cotangens i na odwroét

e 0 pojawieniu sie znaku minus decyduje funkcja po lewej stronie gdy w danej ¢wiartce
dana funkcja jest ujemna to do dopisujemy znak minus np.:
cos(270 + a) = sin(a) — poniewaz cosinus w IV ¢wiartce (270 + a) jest dodatni
cos(90 + a) = — sin(a) — poniewaz cosinus w |l ¢wiartce (90 + a) jest ujemny
tg(180 — a) = - tg(a) — poniewaz tangens w |l ¢wiartce (180 — a) jest ujemny

t atwo zapamietaC gdzie pojawia sie znak minus uzywajgc "praktycznej poezji
matematycznej":

W pierwszej ¢wiartce wszystkie funkcje sg dodatnie

W drugiej tylko sinus

W trzeciej tangens i cotangens

A w czwartej cosinus



Rownania trygonometryczne

Roéwnaniem trygonometrycznym bedziemy nazywac rownanie, w ktorym niewiadoma
wystepuje tylko w wyrazeniach bedacych argumentem funkcji trygonometrycznej. Przyktadami
rownan trygonometrycznych mogag byc:

1
SNz =-—g

5 , 1
cos r+snr = —5

e tgx =100

TWIERDZENIE
Réwnanie postaci sinx = a ma nieskonczenie wiele rozwigzan, przy

a < [-1;1]

zatozeniu, ze

* X=Xg+ 2k
e lub x =11 = Xxo + 2kTT, gdzie i sinxg = a

Réwnanie postaci cosx = a ma nieskonczenie wiele rozwigzan, przy

zatozeniu, ze ae[-11]

* X=Xg+ 2k
e lub x = - xg + 2k, gdzie i cosxp = a

Réwnanie postaci tgx = a ma nieskonczenie wiele rozwigzan:

e X =Xq* kt, gdzie i tgxg = a

Réwnanie postaci ctgx = a ma nieskonczenie wiele rozwigzan:

e X =Xq+ K, gdzie i ctgxg = a

, 1
sinr = -
Przyktad 1. Rozwigzmy rownanie

Y

Poniewaz



Stad mamy:

r=u1xg+2kvw = %—I—Qkfr
r=7%—1x9 4+ 2kv = (ff—i>—|—2ﬁc,.
lub 6 , gdzie
T=—=42kx
Odp. Rozwigzaniem rownania sg liczby postaci: G
V3
COST = ———
Przyktad 2. Rozwigzmy rownanie : :
'v/g 4”
COST = ——— = COS
2 3
Zatem:
4w 47
r = + 2kn r=——+2kxw
3 lub 3 , gdzie
by
r = + 2kxw
Odp. Rozwigzaniem rownania sg liczby postaci: 3
Przyktad 3. Rozwigzmy rownanie fgx = — 1:
tgr=—1=1 —E‘J
g 9=
Zatem:
T=—+kr
4 , gdzie
r=——+4kr
Odp. Rozwigzaniem rownania sg liczby postaci: 4

Nieréwnosci trygonometryczne
Przyktadami nieréwnosci trygonometrycznych mogag byc¢:

2
sinr = —\/?_

T
= 2kw
T 6 +
4w
- — Zkfn
T 5 +



2

e sin“x—cosx+2<0

e fgx + ctgx > 1

, 1
sinr > —
Przyktad 1. Rozwigzmy graficznie nieréwnosc: 2 w przedziale [0;211].
AY
1 1 v= zin r 1

5 €T
_1 +6 6T 2T
. o B
I e [1; J—}
Z wykresu mozemy odczytac, ze sinus przyjmuje wartosci wieksze od 2 dla 6 6 .
1 T W
sinr > = T E: 3
Odp. Nierénos¢ w przedziale [0;211] jest spetniona dla :
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