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Bernhard Riemann

Jak na ironie, Riemann nie wygladat na cztowieka, ktéry mogtby
przeprowadzic tak gteboka i daleko idgcg rewolucje w matematycznym i
fizycznym sposobie myslenia...

Jak na ironi¢, Riemann nie wygladat na cztowieka, ktéry mégiby przeprowadzi¢ tak
gleboka i daleko idaca rewolucje w matematycznym i fizycznym sposobie myslenia...

Nowa geometria narodzita sie 10 czerwca 1854 roku. Podczas stynnego wykfadu
habilitacyjnego na Uniwersytecie w Getyndze w Niemczech Georg Bernhard Riemann
przedstawit teorie wyzszych wymiarow. Jak otwarcie dusznego, ciemnego pokoju na
wspaniatos¢ goracego letniego storica, wyktad Riemanna objawit Swiatu oszatamiajace
wilasnosci wielowymiarowej przestrzeni.

Jego doniosty i wyjatkowo elegancki esej O hipotezach lezacych u podstaw geometrii
obalit filary klasycznej geometrii, ktore przez dwa tysigclecia skutecznie opieraly sie
wszelkim atakom sceptykow. Stara geometria Euklidesa, w ktorej wszystkie figury
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geometryczne sa dwu- lub tréjwymiarowe, rozpadfa sie, a z jej ruin wylonita sie nowa
geometria riemannowska. Riemannowska rewolucja miata olbrzymi wptyw na
przysztosc¢ sztuki i nauki. W ciagu trzech dziesiecioleci nauczania tej idei ,,tajemniczy
czwarty wymiar" wywierat wpfyw na sztuke, filozofie i literature w Europie. Po
szescdziesieciu latach od sfynnego wykfadu Riemanna Einstein uzyt czte-rowymiarowej
geometrii riemannowskiej do wyjasnienia powstania Wszechswiata i jego ewolucji. 130
lat po odkryciu Riemanna fizycy prébuja faczy¢ wszystkie prawa fizycznego
Wszechswiata, uzywajac dziesieciowymiarowej geometrii. Sednem pracy Riemanna
byto uswiadomienie sobie, ze prawa fizyczne staja sie prostsze w wielowymiarowej
przestrzeni. Jest to rowniez temat przewodni tej ksiazki.

Jak na ironie, Riemann nie wygladat na cztowieka, ktory moégiby przeprowadzié tak
gteboka i daleko idaca rewolucje w matematycznym i fizycznym sposobie myslenia. Byt
straszliwie, prawie patologicznie, nieSmialy i cierpiaft na powtarzajace sie zatamania
nerwowe. Cierpiat rowniez na gruzlice, ktora zrujnowata zycie tak wielu uczonych, i zyt
w ubdstwie. Jego osobowos¢ i temperament w zaden sposob nie odpowiadaty tej
zapierajacej dech smiatosci, rozmachowi i wielkiej pewnosci siebie, typowej dla jego
prac.

Riemann urodzit sie w 1826 roku w Hanowerze w Niemczech jako drugie z szesciorga
dzieci ubogiego pastora luteranskiego. Jego ojcu, uczestnikowi wojen napoleonskich,
petniacemu obowiazki wiejskiego pastora, z trudem udawafo sie wyzywié i odziaé liczng
rodzine. Biograf ET. Bell zauwaza: ,,Watte zdrowie i wczesna Smier¢ wielu dzieci
Riemanna byly spowodowane niedozywieniem w miodosci, nie zas brakiem sif
witalnych. Jego matka rowniez zmarfa, zanim jej dzieci dorosty”.

Juz w bardzo mtodym wieku Riemann wykazywat swoje stynne cechy: fantastycznag
umiejetnosc¢ liczenia potaczong z fagodnoscia i wiecznym strachem przed
wystapieniami publicznymi. Ten wyjatkowo niesmialy chiopiec staf sie ofiara okrutnych
zartow szkolnych kolegéw, co spowodowato, ze skryt sie jeszcze bardziej w swoim
catkowicie prywatnym Swiecie matematyeki.

Riemann byt réwniez bardzo lojalny wobec rodziny. Narazat nieraz swoje stabe zdrowie,
aby kupic¢ prezenty dla rodzicow, a zwilaszcza dla ukochanych siéstr. Pragnac zadowolié
ojca, rozpoczal studia teologiczne; chciaf otrzymac ptatna posade pastora tak szybko,
jak to byto mozliwe, aby poprawié tragiczne finanse rodziny. (Trudno wyobrazié sobie
bardziej nieprawdopodobna sytuacje niz ta, kiedy matomowny, tagodny chfopiec
wyglasza ogniste, petlne pasji kazania, walczac zaciekle z grzechem i wypedzajac
diabfta).

W szkole Sredniej intensywnie studiowaf Biblie, ale jego mysli podazaly zawsze ku
matematyce. Probowat nawet przeprowadzi¢é matematyczny dowod poprawnosci Ksiegi
Rodzaju. Szybko sie zorientowal, ze przewyzsza wiedzg swoich nauczycieli, ktérzy nie



byli w stanie dotrzyma¢ mu kroku. W koncu, aby go czyms zajaé, dyrektor szkoly
podsunat mu trudna ksiazke. Byta to Teoria liczb Adrie-na Marie Legendre‘a - wielkie,
liczace 859 stron arcydzieto, najbardziej na Swiecie zaawansowany traktat o trudnej
teorii liczb. Riemann pochionat te ksiazke w szes¢ dni.

Gdy dyrektor zapytaf, jak duzo przeczytaf, mtody Riemann odpowiedziat: ,,To
rzeczywiscie wspaniata ksiazka. Opanowatem jq cafa"”. Nie dowierzajac tym prze-
chwatkom, pare miesiecy poézniej dyrektor zadat mu kilka skomplikowanych pytan
dotyczacych tej ksiazki, na ktore Riemann odpowiedziat doskonale.

Zmeczony codzienng walka o srodki do zycia ojciec Riemanna moégf wymagacé, by
chiopiec wykonywat niewdzieczne prace domowe. Tymczasem nie dos¢, ze nie obarczaf
nimi syna, to jeszcze uzbieral wystarczajacq ilo$¢ pieniedzy, by wystaé swojego
dziewietnastoletniego syna na renomowany Uniwersytet w Getyndze. Tam wiasnie
Riemann poznat Carla Friedricha Gaussa, ,,ksiecia matematykow", jednego z
najwiekszych matematykéw wszechczasow. Nawet dzisiaj, gdy poprosimy matematyka,
aby wymienit trzech najstynniejszych matematykdw, z pewnoscia pojawia sie nazwiska
Archimedesa, Isaaca Newtona i Carla Gaussa.

Dla Riemanna zycie byfo niekonczaca sie seria zahamowan i probleméw, prze-
zwyciezanych z najwiekszym trudem, z narazeniem watftego zdrowia. Po kazdym
triumfie nastepowata tragedia i kleska. Na przyktad w momencie, gdy jego sytuacja
zaczela sie poprawiac i rozpoczat regularne studia u Gaussa, wybuchta w Niemczech
rewolucja. Klasa pracujaca, od dawna zyjaca w nieludzkich warunkach, powstata
przeciwko rzadowi, a robotnicy w wielu niemieckich miastach siegneli po bron.
Demonstracje i powstania staly sie inspiracja dla dziet innego Niemca, Karola Marksa, i
wywarly gteboki wptyw na ruchy rewolucyjne w catej Europie w ciagu nastepnych
piecdziesieciu lat.

Gdy cate Niemcy zalafa fala zamieszek, studia Riemanna zostaly przerwane. Wcielono
go do oddziatéow studenckich, gdzie miat watpliwy zaszczyt ochrania¢ przez szesnascie
znojnych godzin kogos bardziej jeszcze przerazonego niz on sam: krola, ktéry drzaft ze
strachu w paftacu w Berlinie, usitujac ukry¢ sie przed gniewem klasy robotniczej.
Potezne wichry rewolucji wiaty nie tylko w Niemczech; réwniez w matematyce.
Problemem, ktory przykuwat uwage Riemanna, byt zblizajacy sie upadek kolejnego
autorytetu - geometrii euklidesowej, utrzymujacej, ze przestrzen jest nie tylko
trojwymiarowa, lecz takze ,,ptaska” (jeSli przestrzen jest ptaska, to najkrétsza droga
miedzy dwoma punktami jest linia prosta; zupefnie inaczej niz w przypadku, gdy
przestrzen jest zakrzywiona jak na sferze). Elementy Euklidesa byty, obok Biblii, chyba
najbardziej wplywowa ksiega wszech czasow. Przez dwa tysiaclecia najbardziej
whnikliwe umysty zachodniej cywilizacji podziwiaty elegancje i piekno geometrii
euklidesowej. Tysiace najznakomitszych katedr w Europie zostato wzniesionych
zgodnie z jej zasadami. Patrzac wstecz, mozna by dojs¢ do wniosku, ze odnosita nawet



zbyt wielkie sukcesy. W ciagu stuleci stafa sie czyms na ksztaft religii; ktokolwiek
osmielit sie wystapié z ideq zakrzywionej przestrzeni czy wyzszych wymiaréw, byt
traktowany jak szaleniec lub heretyk. Od wielu pokolen miodziez szkolna zmaga sie z
twierdzeniami geometrii euklidesowej, méwiacymi, ze obwéd kofa jest n razy wiekszy
od jego srednicy lub ze suma katow w trojkacie wynosi 180 stopni. Jednak nawet
najswietniejsze umysly matematyczne przez kilka stuleci nie mogly udowodnic tych
pozornie prostych twierdzen. Co wiecej, europejscy matematycy zaczeli zdawac¢ sobie
sprawe, ze Elementy Euklidesa, cenione od 2300 lat, byly niekompletne. Geometria ta
obowiazuje wtedy, gdy ograniczymy sie do pfaskich powierzchni; kiedy jednak
wkroczymy w Swiat powierzchni zakrzywionych, przestaje by¢ poprawna.

Geometria Euklidesa wydawafa sie Riemannowi szczegdlnie wyidealizowana w
porownaniu z bogactwem i roznorodnoscia Swiata. Nigdzie w rzeczywistym Swiecie nie
spotyka sie plaskich, idealnych figur geometrycznych. tancuchy gorskie, fale oceanu,
chmury i wiry nie sq doskonalymi okregami, trojkatami czy kwadratami, lecz obiektami,
ktére zaginaja sie i skrecaja na nieskonczenie wiele sposobow.

Sytuacja dojrzata do rewolucji, ale kto stanie na jej czele i co zastapi stara geometrie?
Riemann wystapit przeciwko matematycznej precyzji greckiej geometrii, ktéra zostata
zbudowana, jak odkryf, na ruchomych piaskach zdrowego rozsadku i intuicji, a nie na
twardym gruncie logiki.

To oczywiste, mawiat Euklides, ze punkt jest bezwymiarowy. Linia ma jeden wymiar:
diugos$é. Plaszczyzna ma dwa wymiary: dfugosc¢ i szerokosé. Bryte cechuja trzy
wymiary: dfugosé, szerokos¢ i wysokosé, | w tym miejscu grecki uczony sie
zatrzymywaf. Nie ma obiektow czterowymiarowych. Te poglady znalazly odzwier-
ciedlenie w filozoficznej mysli Arystotelesa, ktory pierwszy wyrazit zdecydowany
poglad, ze czwarty wymiar przestrzenny nie moze istnieé. W rozprawie O niebie napisat:
,»1a sposrod wielkosci, ktora rozciaga sie w jednym wymiarze, jest linig; ta, ktora
rozcigga sie w dwéch wymiarach, jest powierzchnia; ta, ktora rozciaga sie w trzech
wymiarach, jest cialem. Procz tych nie ma zadnej innej wielkosci, bo liczba »trzy«
obejmuje wszystko".* W 150 roku naszej ery astronom Ptolemeusz z Aleksandrii
posunat sie dalej i przedstawit w swym dziele O wymiarach pierwszy prawdziwy
,dowoéd" na to, ze czwarty wymiar nie istnieje.

Najpierw, powiedziaf, narysujmy trzy wzajemnie prostopadfe linie. Na przykfad rég
szescianu skfada sie z trzech wzajemnie prostopadtych linii. Potem, twierdzif,
sprobujmy narysowac czwarta linie, ktoéra bedzie prostopadfa do trzech pozostatych.
Bez wzgledu na to, jak bardzo bysmy sie starali, nie uda sie nam tego zrobic.
Ptolemeusz byf przekonany, ze czwarta prostopadfa linia jest ,,catkowicie bez rozmiaru i
bez definicji". A zatem czwarty wymiar nie moze istniec.

Tak naprawde Ptolemeusz dowiodf, ze nie potrafimy wyobrazi¢ sobie czwartego
wymiaru, wykorzystujac nasz tréjwymiarowy umyst. (Obecnie znamy wiele ma-



tematycznych obiektéw, ktorych nie mozna sobie wyobrazié, cho¢ ich istnienie mozna
udowodnic). Ptolemeusz przejdzie zatem do historii jako cztowiek, ktory przeciwstawiat
sie dwom wielkim ideom w nauce: heliocentrycznemu uktfadowi planetarnemu i
czwartemu wymiarowi.

Niektorzy matematycy zyjacy po Ptolemeuszu réwniez potepili idee czwartego wymiaru.
W 1685 roku John Wallis polemizowat z nia, nazywajac ja ,,potworem mniej
prawdopodobnym niz chimery i centaury [...]. Diugosé, szerokos¢ i grubos¢ zajmuja
calg przestrzen. Nie mozna sobie wyobrazi¢ czwartego lokalnego wymiaru oprécz tych
trzech”. Przez kilka tysiecy lat matematycy powtarzali ten prosty, ale fatalny biad,
polegajacy na stwierdzeniu, ze czwarty wymiar nie istnieje, poniewaz nie mozemy go
sobie wyobrazié.

Decydujacy przetom dotyczacy geometrii euklidesowej nastapif wowczas, gdy Gauss
poprosift Riemanna, aby przygotowat referat na temat ,,podstaw geometrii”. Gauss byt
Zywo zainteresowany tym, czy jego uczen potrafi stworzy¢ alternatywe dla geometrii
euklidesowej. (Wiele lat wczesniej Gauss wyrazit prywatnie powazne zastrzezenia do
geometrii Euklidesa. Rozmawiaft nawet z kolegami o hipotetycznych ,,molach
ksiazkowych”, zyjacych na dwuwymiarowej powierzchni. Méwif tez o rozszerzeniu tej
hipotezy na geometrie wielowymiarowej przestrzeni. Jednak jako cziowiek o gfeboko
konserwatywnych pogladach, nigdy nie opublikowaf zadnej pracy na temat wyzszych
wymiarow; przewidywat bowiem, ze wywofataby wsciekiosé wsréd przedstawicieli
Srodowiska naukowego, charakteryzujacych sie ciasnymi pogladami. Okreslat ich
mianem ,,Beocjan", od nazwy greckiego plemienia, ktére miato opinie tepego i
niewyksztaiconego).4

Riemann byt przerazony. Ten fagodny cziowiek, obawiajacy sie publicznych wystapien,
zostal poproszony przez swojego mistrza o przygotowanie dla catego wydziatu wyktadu
na temat najtrudniejszego matematycznego problemu stulecia.

W ciagu nastepnych kilku miesiecy Riemann z wielkim trudem, nadwerezajac zdrowie i
ryzykujac zatamanie nerwowe, rozpoczal tworzenie teorii wyzszych wymiaréw. Jego sily
zZyciowe jeszcze bardziej ostably z powodu tragicznej sytuacji finansowej. Aby pomagac
rodzinie, byt zmuszony udziela¢ zle ptatnych korepetycji. Podejmowat tez proby
rozwigzania problemow fizycznych. Pomagat na przykfad profesorowi Wilhelmowi
Weberowi przeprowadzaé¢ eksperymenty w nowej, fascynujacej dziedzinie badan -
nauce o elektrycznosci.

Elektrycznos$¢ znana byta juz starozytnym pod postacia bfyskawic i iskier. Dopiero
jednak w XIX wieku zjawisko to znalazto sie w centrum zainteresowania fizykoéw,
ktérych uwage przykuto odkrycie, ze przesuniecie przewodu z pradem w poblizu igly
kompasu powoduje jej obrét. | odwrotnie, przesuniecie magnesu w poblizu drutu moze



w nim wywofac¢ przeptyw pradu elektrycznego. (Prawo to nosi nazwe prawa Faradaya;
dzisiaj wszystkie elektryczne i elektroniczne urzadzenia - a zatem wiekszos$¢
wspoiczesnej technologii - dziataja dzieki tej zasadzie).

Zjawisko to naprowadzifo Riemanna na mysl, ze elektrycznosé i magnetyzm sta

nowia w jakis sposob przejaw tej samej sity. Byt podekscytowany nowymi odkry
ciami i przekonany, ze moze przedstawié¢é matematyczny opis, ktory zjednoczy oba
zjawiska. Zaszyt sie w laboratorium Webera, wierzac, ze nowa matematyka po

zwoli na dogfebne zrozumienie tych sit.

Praca nad przygotowaniem duzego publicznego wyktadu na temat ,,podstaw
geometrii”, kflopoty materialne oraz koniecznos¢ przeprowadzania eksperymentéw
naukowych sprawity, ze w 1854 roku Riemann podupadt w koncu na zdrowiu i zatamat
sie nerwowo. Pézniej pisat do ojca: ,,Badania nad zjednoczeniem praw fizyki tak mnie
zaabsorbowaly, ze kiedy otrzymatem temat wykifadu, nie potrafitem oderwaé sie od nich.
Wtedy zachorowatem, czesciowo z powodu rozmyslan nad tym, czesciowo w wyniku
zbyt czestego przebywania w zamknietych pomieszczeniach w czasie tej okropnej
pogody”. Ten list jest znaczacy, poniewaz wyraznie pokazuje, ze nawet w czasie
kilkumiesiecznej choroby Riemann gleboko wierzyt, iz odkryje ,.jednos¢ wszystkich
praw fizyki"; droge do tej unifikacji miata wskaza¢ matematyka.

Mimo czestych choréb Riemannowi udafo sie w koncu nada¢ zadziwiajaco nowe
znaczenie stowu ,sita". Od czasow Newtona uczeni uwazali, ze sita to natychmiastowe
oddziatywanie pomiedzy dwoma odlegfymi ciatami. Fizycy nazywali to dziataniem na
odleglosé, co znaczyto, ze ciatfo mogfto momentalnie wpfywaé na ruchy innych,
odlegtych ciatl. Bez watpienia mechanika newtonowska potrafita opisa¢ ruchy planet.
Jednak w ciagu stuleci krytycy wielokrotnie zauwazali, ze dziatanie na odlegtosé jest
nienaturalne, poniewaz oznacza to, ze jedno ciafo moze zmieni¢ kierunek ruchu innego,
nawet go nie dotykajac.

Riemann stworzyt radykalnie nowy obraz fizyczny tego zjawiska. Wyobrazit sobie
pewien gatunek dwuwymiarowych stworzen, cos w rodzaju ,,moli ksiazkowych”
Gaussa, zyjacych na kartce papieru. Decydujacym przelomem, jakiego dokonaf, byto

umieszczenie tych stworzen na pomarszczonej kartce,® Co stworzenia te pomyslatyby o
swoim Swiecie? Riemann uswiadomit sobie, ze doszlyby one do wniosku, iz ich swiat
jest doskonale pfaski. Poniewaz ich ciata rowniez byltyby pomarszczone, nigdy nie
zauwazylyby, ze zyja w zakrzywionym swiecie. Riemann stwierdzit jednak, ze jesli
probowatyby wedrowaé w poprzek pomarszczonej kartki, poczutyby tajemnicza,
niewidzialng ,,site”, ktéra przeszkadzataby im w poruszaniu sie po linii prostej. Bytyby
spychane na lewo i prawo za kazdym razem, gdy  Ich ciata pokonywalyby
zmarszczke na papierze.



W ten sposob odrzucajac zasade dziatania na odleglosé, Riemann po raz pierwszy od
200 lat zerwat z prawami Newtona. Dla Riemanna ,,sita" byta konsekwencja geometrii.
Nastepnie Riemann zastapit dwuwymiarowa kartke papieru naszym trojwymiarowym
Swiatem, pomarszczonym w czwartym wymiarze. W takiej sytuacji nie byloby dla nas
oczywiste, ze Wszechswiat jest zakrzywiony. Jednak, gdy sprobowalibysmy i$é po linii
prostej, natychmiast zdalibysmy sobie sprawe z tego, ze cos sie dzieje. Poruszalibysmy
sie jak pijani, jak gdyby niewidzialna sita ciagnetfa nas, popychata na prawo i lewo.
Riemann doszedt do wniosku, ze elektrycznos¢, magnetyzm i grawitacja to wynik
pomarszczenia naszego trojwymiarowego Wszechswiata w czwartym niewidzialnym
wymiarze. Dlatego tez ,,sita" nie zyje wlasnym niezaleznym zyciem, lecz jest tylko
widocznym efektem zakrzywienia geometrii. Wprowadzajac czwarty wymiar
przestrzenny, Riemann przypadkowo dotknat tematu, ktory staf sie dominujacym za-
gadnieniem wspoifczesnej fizyki teoretycznej: prawa natury staja sie prostsze, jesli
opiszemy je w wielowymiarowej przestrzeni. Jego nastepnym krokiem byfo stworzenie
jezyka matematycznego, za pomoca ktérego mozna byto wyrazié¢ te idee.

Przez kilka miesiecy Riemann dochodzit do siebie po zatamaniu nerwowym.
W koncu jednak w 1854 roku wyglosit wyktad, ktéry spotkat sie z entuzjastycznym
przyjeciem. Z dzisiejszego punktu widzenia byf to bez watpienia jeden z naj-
wazniejszych publicznych wyktadow w historii matematyki. W catej Europie rozeszia sie
wies¢ o tym, ze Riemann zdecydowanie przekroczyt granice geometrii euklidesowej,
ktora wladata matematyka przez dwa tysiaclecia. Wiadomos¢ o wykfadzie dotarfa
wkrotce do wszystkich osrodkow naukowych Europy, a Swiat z uznaniem zaakceptowaf
wkiad Riemanna do matematyki. Jego praca zostata przetlumaczona na kilka jezykow i
wywofata duzg sensacje w matematyce. Nie byfo powrotu do dziet Euklidesa.
Podobnie jak w przypadku wielu innych waznych dziet w fizyce i matematyce, istota
pracy Riemanna jest prosta. Rozpoczaf on od stynnego twierdzenia Pitagorasa, jednego
z najwiekszych odkry¢ matematycznych starozytnych Grekoéw. Twierdzenie to ustala
zwigzek miedzy dfugosciami trzech bokow trojkata prostokatnego. Mowi ono, ze suma
kwadratow diugosci krotszych bokow jest rowna kwadratowi dfugosci trzeciego boku,
przeciwprostokatnej. Innymi stowy jesli a i b oznaczajq dfugosci dwoéch krotszych
bokdw, a c diugosé¢ przeciwprostokatnej, to a?+b?=c2 (Twierdzenie Pitagorasa lezy u
podstaw caftej architektury, odwofuje sie do niego konstruktor kazdej budowli na naszej
planecie).
Twierdzenie to mozna prosto uogolnic¢ na trojwymiarowa przestrzen. Méwi ono wtedy,
zZe suma kwadratow dfugosci trzech krawedzi szescianu, wychodzacych ze wspélnego
wierzchotka, jest rowna kwadratowi dfugosci przekatnej. Tak wiec, jeslia, b i c

oznaczajq krawedzie szescianu, a d dlugosé jego przekatnej, wtedy a?+b? + c?=d?



a2+ b2 +c2=g?

Ryc. 2.1. Dlugosé przekatnej szescianu jest okreslona przez tréjwymiarowa wersje
twierdzenia Pitagorasa: a? + b2 + ¢2 = d?. Przez dodanie do tego rownania kolejnych
wyrazow, mozna je fatwo uogaolnié na przekatna hiperszescianu w N wymiarach. W ten
sposob, chociaz nie potrafimy wyobrazié sobie wyzszych wymiarow, potrafimy je fatwo
przedstawié matematycznie.

Teraz mozna fatwo przedstawi¢ to twierdzenie w N wymiarach. Wyobrazmy sobie N-
wymiarowy szescian. Jesli a, b, c,... oznaczaja dfugosci krawedzi ,,hiperszescianu”, a z
jest diugoscia jego przekatnej, to a?+b2+c2+d?+. =22 Zauwazmy, ze chociaz nie
potrafimy sobie wyobrazi¢ N-wymiarowego szescianu, z fatwoscia tworzymy wzor
opisujacy jego krawedzie. (Wlasnos¢ ta jest dosy¢ powszechna, gdy zajmujemy sie
zagadnieniem hiperprzestrzeni. Manipulowanie N--wymiarowa przestrzeniq w
matematyce nie jest wcale trudniejsze od operowania w trojwymiarowej przestrzeni. To
zadziwiajace, ze na zwykiej kartce papieru mozna za pomoca matematyki opisa¢
wilasnosci wielowymiarowych obiektow, ktorych nie potrafimy sobie wyobrazic).
Kolejny krok polegat na uogélnieniu tych rownan na przestrzenie o dowolnej liczbie
wymiarow. Moga one byé¢ zarowno pfaskie, jak i zakrzywione. Jesli sa pfaskie,
obowiazuja zwykte aksjomaty Euklidesa: najkrétsza droga pomiedzy dwoma punktami
jest linig prosta, proste rownolegfe nigdy sie nie spotykaja, a suma wewnetrznych
katoéw tréjkata wynosi 180 stopni. Jednak Riemann odkryf, ze powierzchnie moga tez
miec ,,dodatnia krzywizne", jak powierzchnia sfery, na ktérej linie rownolegfe zawsze
sie przecinaja i suma katow trojkata moze by¢ wieksza niz 180 stopni. Powierzchnie
moga réwniez mieé ,,ujemna krzywizne", jak...
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Krzywizna zerowa

Krzywizna dodatnia




Krzywizna ujemna

...w przypadku powierzchni o ksztafcie siodfa lub trabki. Na tych powierzchniach suma
wewnetrznych katow trojkata wynosi mniej niz 180 stopni. Przez punkt lezacy poza linig
mozna przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele linii rownolegtych

Riemann chciat wprowadzié do matematyki nowe pojecia, ktore umozliwitvbv opisanie
wszystkich powierzchni, bez wzgledu na to, jak bardzo byfyby skaplikowane.
Prowadzito to nieuchronnie do ponownego zastosowania pojecia pola, stworzonego
przez Faradaya.

Jak pamietamy, pole Faradaya przypominato pole rolnika zajmujace wycinek
dwuwymiarowej przestrzeni, ale rozszerzone na tréjwymiarowa przestrzen. Dowolnemu
punktowi przestrzeni przypisujemy zbior liczb, okreslajacych w nim wartos¢ sity
magnetycznej i elektrycznej. Riemann wpadf na pomysf, by w kazdym punkcie
przestrzeni wprowadzié zbior liczb opisujacych, jak bardzo jest ona wygieta lub
Zakrzywiona.

Na przyktad na zwykitej dwuwymiarowej powierzchni Riemann przypisat kazdemu jej
punktowi zbidr trzech liczb catkowicie opisujacych jej zakrzywienie. Odkryt tez, ze do
opisania wlasnosci takiej przestrzeni w czterech wymiarach przestrzennych potrzeba w
kazdym punkcie zbioru dziesieciu liczb. Zbiér ten wystarcza, aby zapisac¢ cafa
informacje o tej przestrzeni, bez wzgledu na to, jak bardzo jest pomarszczona czy
znieksztalcona. Oznaczmy te liczby symbolami g41 912, 9;3,--- (Analizujac
czterowymiarowa przestrzen, drugi wskaznik zmieniamy od 1 do 4). Riemannowski
zbior dziesieciu liczb mozna ufozy¢ symetrycznie jak na ryc. 2.3. (Na rysunku znajduje
sie szesnascie skladnikow, lecz g4, = 921, 913 = g31 i tak dalej, wiec w rzeczywistosci
jest tylko dziesie¢ niezaleznych elementéw). Dzisiaj ten zbidr liczb zwany jest tensorem
metrycznym Riemanna. Nie wdajac sie w szczegébfy, mozna stwierdzic, ze im wieksza
wartos¢ elementoéw tensora metrycznego, tym wieksze pofatdowanie kartki. Bez
wzgledu na to, jak bardzo pomarszczona jest kartka papieru, tensor metryczny pozwala
w prosty sposob mierzy¢ jej krzywizne w kazdym punkcie. Jesli catkowicie
wyprostujemy pokrzywiona kartke, powrécimy do wzoru Pitagorasa.

Tensor metryczny pozwolit Riemannowi na stworzenie poteznego narzedzia stuzacego
do opisu przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw i krzywiznie. Ku swoje-



mu zaskoczeniu odkryt, ze wszystkie te przestrzenie sq dobrze zdefiniowane i nie-
sprzeczne. Przedtem uwazano, ze badanie zakazanego $wiata wyzszych wymiaréw
doprowadzi do wielkich sprzecznosci. Riemann jednak nie znalazt zadnej. Co wiecej,
rozszerzenie jego dzieta na N-wymiarowa przestrzen bylo prawie trywialne. Tensor
metryczny przypomina wtedy szachownice o rozmiarach N x N kwadratow. Pociaga to
za sobg glebokie fizyczne implikacje, o czym sie przekonamy, gdy w kolejnych
rozdziatach bede omawiat unifikacje wszystkich sit natury.

(Jak sie okaze, sekret unifikacji lezy w rozszerzeniu metryki Riemanna na N--wymiarowa
przestrzen, a nastepnie podzieleniu jej na prostokatne kawatki. Kazdy prostokatny
wycinek odpowiada innej sile. W ten sposéb mozemy opisac rézne sity natury,
umieszczajac je w tensorze metrycznym jak kawatki ukfadanki. Jest to przedstawienie w
postaci matematycznej zasady, ze przestrzen wielowymiarowa jednoczy prawa natury;
ze w N-wymiarowej przestrzeni jest ,,wystarczajaco duzo miejsca”, by je zunifikowaé.
Mowiac doktadniej, metryka Riemanna jest ,,wystarczajaco obszerna”, aby zjednoczyé
sity natury).

Riemann przewidziat jeszcze inny kierunek rozwoju fizyki. Byt jednym z pierwszych,
ktérzy zajmowali sie wielokrotnie pofaczonymi przestrzeniami i tunelami. Aby wyobrazié
sobie to pojecie, wezmy dwie kartki papieru i potézmy jedna na drugiej. Zrobmy
nozyczkami niewielkie rozciecie w kazdej z nich. Potem sklejmy obie kartki wzdtuz
nacieé (ryc. 2.4). (Rysunek ten w zasadzie niczym sie nie rézni od ryc. 1.1, z wyjatkiem
tego, ze diugosé tunelu wynosi tym razem zero).

Gdyby jakis owad zyt na gérnej kartce, mogtby pewnego dnia przypadkowo wejsé w
szczeline i znalezé sie na dolnej kartce. Bardzo by sie zdziwil, poniewaz nic nie
znajdowafoby sie na swoim miejscu. Po wielu eksperymentach odkryiby, ze
przechodzac przez rozciecie, moze powroci¢ do znanego mu Swiata. Kiedy mija
szczeline, Swiat wyglada normalnie, lecz gdy probuje pojs¢ na skroty przez naciecie,
wpada w tarapaty.




Ciecia Riemanna to przykfad tunelu (tyle tylko, ze o zerowej dfugosci) faczacego dwie
przestrzenie. Wykorzystat to z sukcesem matematyk Lewis Carroll w ksiazce Po drugiej
stronie lustra. Cieciem Riemanna, ktore faczy Anglie z Kraing Czardw, jest lustro.
Obecnie ciecia Riemanna przetrwaly pod dwoma postaciami. Po pierwsze, trafiaja do
kazdego kursu matematyki wyzszej na swiecie, gdzie sq wykorzystywane w teorii
elektrostatyki i przy tworzeniu map konforemnych. Po drugie, mozna je odnalezé w
epizodach z The Twilight Zone (Strefa mroku). (Nalezy podkresli¢, ze sam Riemann
nigdy nie traktowaf swoich cieé jako sposobu na podrézowanie miedzy
wszechswiatami).

Riemann kontynuowat swoje prace w dziedzinie fizyki. Ogtosif nawet w 1858 roku, ze
udato mu sie w koncu stworzyé jednolity opis Swiatfa i elektrycznosci. Pisal: Jestem w
peitni przekonany, ze moja teoria jest poprawna i ze za kilka lat zostanie za taka
uznana". Mimo ze tensor metryczny jest poteznym narzedziem stuzacym do opisu
dowolnej zakrzywionej przestrzeni w kazdym wymiarze, Riemann nie znat doktadnych
rownan, spetnianych przez tensor; innymi stowy, nie wiedziaf, co powodowafo, ze
kartka jest pomarszczona.

Niestety, wysitki Riemanna, aby rozwiaza¢ ten problem, byfy nieustannie niweczone
przez trapigce go trudnosci materialne. Sukces nie przyniést mu pieniedzy. W 1857 roku
Riemann doznaf kolejnego zatamania nerwowego. Po wielu latach zajat w koncu
pozycje Gaussa w Getyndze, ale bylo juz za p6zno. Zycie w biedzie zniszczyfo mu
zdrowie i, jak wielu wspanialych matematykow wczesniej, zmart z wycienczenia w wieku
39 lat, zanim zdazyf ukonczy¢ geometryczna teorie grawitacji, elektrycznosci i
magnetyzmu.

W istocie, Riemann nie tylko stworzyt fundamenty matematyki hiperprzestrze-ni, lecz
takze przewidziat pojawienie sie niektorych wielkich zagadnien wspofczesnej fizyki:

1. Uzyt wielowymiarowej przestrzeni, by uproscic¢ prawa natury. Dla niego elek
trycznosé, magnetyzm i grawitacja byly tylko wynikiem zmarszczenia (zakrzywie

nia) hiperprzestrzeni.

2. Przewidziaf pojawienie sie pojecia tuneli. Ciecia Riemanna sg najprostszym
przyktadem przestrzeni wielokrotnie pofaczonych.

3. Opisaf grawitacje jako pole. Tensor metryczny, okreslajacy site grawitacji (po

przez zakrzywienie) w kazdym punkcie przestrzeni, dokfadnie odpowiada poje

ciu pola Faradaya, zastosowanego do grawitacji.

Riemann nie mégt ukonczyé swojej pracy dotyczacej pdl sit, poniewaz nie znaf réwnan
pola dla elektrycznosci, magnetyzmu i grawitacji. Innymi stowy, nie wiedziat dokfadnie,
jak Wszechswiat musiatby by¢ zakrzywiony, aby otrzymac site grawitacji. Prébowat
znalezé rownania pola dla elektrycznosci i magnetyzmu, ale zmart, zanim mu sie to
udato. U schytku zycia ciagle jeszcze nie potrafit obliczyé, jakie zakrzywienie jest



konieczne, aby opisac te sily. Te kluczowe zagadnienia podejma poézniej Maxwell i

Einstein.
Uwaga: Tekst pochodzi z ksiazki "Hiperprzestrzen" autorstwa Michio Kaku.
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